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Although the log-aesthetic curves are expressed only by an integral form of the tangent vector, it is possible to interac-
tively generate and deform them and they are expected to be utilized for practical use of industrial and graphical design.
In this paper we propose a new method to solve the G2 Hermite interpolation problem with the log-aesthetic plane curve
as well as a method to generate an S-shaped curve for G1 Hermite interpolation. The methods proposed in the paper have
been implemented as a plug-in module for a commercial CAD system and are successfully used for practical design.

1. 緒言

対数型美的曲線 (log-aesthetic curve, LA曲線)は，対数 (等角)
らせん，クロソイド曲線，円インボリュート曲線,さらに Nielsen
のらせんを含むとともに，接線ベクトルの積分形式としてのみ

与えられている場合であっても対話的な生成，変形が可能であ

り，実務への応用が期待されている [1, 2, 3]．
本研究では，平面曲線に限定して，LA曲線を用いて両端点の

位置とそこでの接線方向，および曲率が指定された曲線を生成

する問題の解法，すなわち G2 エルミート（Hermite）内挿法を
提案する．両端点の位置とそこでの接線方向を満足する G1 エ

ルミート内挿法は，Yoshidaら [3]により提案されている. また，
彼らの方法に基づいて，複数の LA 曲線セグメントからなる曲
線を，接続点での接線方向を変更して曲率を連続にする方法も

開発されている [4]. しかしながら，この方法では，セグメント
間の接続点での接線方向を指定することができず，G2 エルミー

ト内挿法ではない．

一方，ロボットの軌道生成のためにクロソイド曲線を用いる

方法が提案されている [5, 6, 7, 8]．特に蘭ら [7] は牧野の方法
[6]を拡張して，クロソイド曲線を用いた G2 エルミート内挿法

を提案している．単一のクロソイド曲線セグメントでは自由度

が不足するため，彼らの方法では，3本のセグメントを連結した
三連クロソイドを用いて内挿に必要な自由度を確保している．

クロソイド曲線は LA曲線に含まれており，曲率対数グラフ
の傾きを固定すれば，両者の自由度は等しく，本研究では，蘭

らの手法に準じて三連 LA 曲線セグメントを用いる．本論文で
は，まず LA曲線の基本式を述べ，三連 LA曲線を用いたG2 エ

ルミート内挿法を提案する．

2. 三連対数型美的曲線

蘭らの提案した三連クロソイドによる G2 補間で用いられた

方法に準じて，LA 曲線を 3 本連結することで両端点での接線
方向と曲率を同時に指定することを可能とする．本研究では，α

はデザイナが指定できる定数とし，形状を定めるための変数と

はしない．この条件において，パラメータ数は三連クロソイド

による G2 エルミート内挿と同数となることに注意する．

2.1 三連対数型美的平面曲線の定義

LA曲線セグメントを 3本連結した三連 LA曲線において，以
下の議論で各セグメントの曲率対数グラフの傾き αをそれぞれ

異なる値を用いて定式することも可能である. しかしながら,セ
グメント間の曲率と方向角を連続にする条件式が簡単化するこ

とと，実用上通過点間の曲線に同じ α値を持たせることは自然

であることから，これらのセグメントの α値は同一とする．曲

線全長を 1 と仮定し，三連 LA 平面曲線の曲率 κ(S) を正と仮

定して以下の各式で定義する．ここで，κ(S) ≥ 0と仮定するの

は式が不必要に煩雑になることを避けるためであり，曲率が負

となることや曲線が変曲点を持ちその正負が反転してもなんら

不都合はない．また，α 6= 0, 1として定式化する．

κ(S) =


(c10S + c11)

− 1
α 0 ≤ S ≤ S1

(c20S + c21)
− 1

α S1 < S ≤ S2

(c30S + c31)
− 1

α S2 < S ≤ 1

(1)

S1, S2 をパラメータとすることも可能であるが，蘭らの手法に

従い，本研究では S1 = 0.25, S2 = 0.75と固定する．

2.2 セグメントの条件式

蘭らの手法 [7]と同様に，曲線の始点を原点とし，終点を x軸

上に移動させる．始点と終点での曲率をそれぞれ κs ≥ 0, κe ≥ 0

とし，方向角を φs，φe とする．これらの条件は以下のように表

される．

κsh = (c11)
− 1

α (2)

κeh = (c30 + c31)
− 1

α (3)

φs =
α

(α− 1)c10
(c11)

α−1
α + c12 (4)

φe =
α

(α− 1)c30
(c30 + c31)

α−1
α + c32 (5)

任意の αに対して式 (2), (3)は，cij (i = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2)に

関して線形式に変形できるが,式 (4)，(5)は α 6= −1のとき非線

形であることに注意する.
セグメント間で，曲率と方向角を連続とする条件は 4個とな

る．また，曲線の終点の座標を (r, 0) とすると，以下の 2 式が
成り立つ．

h

∫ 1

0

cosφ(S)dS = r (6)∫ 1

0

sinφ(S)dS = 0 (7)

ここで，hは曲線長，r は x軸方向の長さである．

これまでの定式化において，変数は h, cij (i = 1, 2, 3, j =

0, 1, 2)であり，それらの個数は 10である．また，条件式は，式
(2)～(5)，式 (6)～(7)，および曲率と方向角を連続とする条件の
4 個であり，その個数は 10 であり，両者は一致する．ただし，
三連クロソイドでない場合は，式 (4)と (5)，および方向角を連
続とする条件式が非線形方程式となる．
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2.3 解法

まず，曲線の全長 hを推定し，式 (7)の左辺を c30 のみで表

し，式 (7)を満足するように２分法により解を探索する．得られ
た解を用いて式 (6)より hを求め，その値を用いて再度式 (7)よ
り c30 を求める．この処理を繰り返すことで c30 の値を求める．

この過程において，数値として与えられた c30 を用いて，c10

に関する非線形方程式を解くことでその値を求める．したがっ

て，以下の定式化では c30 は数値で与えられていると考える．

式 (2)～(5)より，c11 は定まり，c12 は c10 により，また c31

と c32 は c30 により定まる．方向角を連続とする条件式から，次

式が得られる．

1

c10
(c10S1 + c11)

α−1
α +

α− 1

α
c12 +

1

c20
{(c20S2 + c21)

α−1
α

−(c20S1 + c21)
α−1
α } − 1

c30
(c30S2 + c31)

α−1
α − α− 1

α
c32 = 0　

上式の左辺を f(c10) と定義する．c12, c20, c21 は c10 の関数で

あり，∂f(c10)/∂c10 を数値的に計算することができる．微分が

可能なので，非線形方程式 f(c10) = 0の解法として Newton法
のような微分を必要とする方法が利用でき c10の値を求める．こ

こで述べた解法では，α 6= 0, 1を仮定しているが，α = 0, 1の
場合も同様に定式化することができる．

2.4 初期値の推定

前節で述べた解法には，c10 と c30 の初期値が必要となる．こ

れらの初期値を求めるために，まず曲線長 S1 と S2 における曲

率の値を推定し，それらを用いて c10と c30の初期値を算出する．

三連 LA曲線の初期形状推定のために，ここでは，5次 Bézier
曲線1を用いる．端点の位置，そこでの接線方向，および曲率を

指定しただけでは 5次 Bézier曲線は一意に決まらず，それらを
満足したからといって c10 と c30 の初期値を算出するための曲

線として適切であるとは限らない．

そこで，三浦らが定義した目的関数 [9]を曲線長 Lに依存し

ないように修正を加え，それを最小化することで初期値推定に

適した 5次 Bézier曲線を算出する．

JLAC =

∫ s2

s1

√
1 + α2ρ2α−2ρ2sds/L　 (8)

図 1(a)に, α = −0.5と指定し，境界条件を指定するために入力

に用いた 5次 Bézier曲線とその制御点を緑色で，最適化後の 5
次 Bézier曲線とその制御点を青色で示した．最適化後の曲線を
用いて c10 と c30 の初期値を求め，それらから求めた三連 LA曲
線を赤色で描画した．三連 LA 曲線は単一の LA 曲線と異なり
式 (8)を最小化しているわけではないが，最適化した 5次 Bézier
曲線と三連 LA曲線の形状が類似していることに注意する．
この例では，入力として与えられた Bézier曲線から得られる

c10 と c30 の初期値は不適切であり，繰り返し計算の過程で曲線

長が負となり計算が破綻する．最適化を施した Bézier曲線を初
期値算出に用いた場合には計算が破綻することなく三連 LA 曲
線を算出できる．

図 2(a)に最適化された 5次 Bézier曲線から計算された初期値
に対する前節で定義した関数 f(c10)を示す．関数は非線形では

あるが，−20 ≤ c10 ≤ 20において f(c10) = 0を満たす解が 1
つしか存在しないことを示している．図 2(b)に三連 LA曲線の
曲率プロファイルを示す．この図からわかるようにセグメント

間で曲率は連続となっているが,両端点で指定した曲率が小さく

1曲線の両端点で独立に曲率を指定するためには最低 5次が必要とな
る．
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(a) A triple LA curve (b) Parameters for optimization

Fig. 1 Optimization of the approximation curve for initial values
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(b) Curvature profile

Fig. 2 Nonlinearity of function f(c10) and curvature profile

曲線全体での曲率の単調性は満足されていない. 計算時間は，最
適化に 30ms，パラメータの算出に 20ms，合計 50ms要した．

3. 結言

本研究では，LA平面曲線セグメント 3本を 1組として用い
る G2 エルミート内挿法を新たに提案した．本研究で提案した

アルゴリズムは，市販 CADシステム (McNeel社製「ライノセ
ラス」)のプラグインとして実装しており，安定して動作してい
る．今後，これらのアルゴリズムを空間曲線へ拡張する．
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