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Based on the concept of fairing free-form curves based curvature flow, we propose that of log-aesthetic flow and a new
fairing method in order to make descrete curves “log-aesthetic”.

1. 緒言

本研究では，曲率流れ (curvature flow)による自由曲線の平滑
化の考え方にしたがって、離散曲線（点列から構成される自由

曲線）を “対数型美的曲線化”する新たな手法として、対数型美
的流れ（log-aesthetic flow）の概念を提案し、それを用いて離散
曲線を高速に平滑化（対数型美的曲線化）する手法を提案する．

2. Curvature Flow [2]

時間 t にしたがって変形する，パラメータ p (0 ≤ p ≤ 1) と
する平面曲線 C(p, t) を考える．その全長を時間の関数 t と考

え L(t)で表す．したがって，

L(t) =

∫ 1

0

||∂C
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||dp (1)

ここで，||v||はベクトル v のノルムを意味する．上式を tで微

分する．
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ここで，⟨a,b⟩はベクトル aと bの内積を意味する．式 (2)に
部分積分を施すと，
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曲線の両端点は時間に依存せず固定されていると仮定する，す

なわち ∂C(0, t)/∂t = ∂C(1, t)/∂t = 0とすると，

L′(t) = −
∫ L(t)

0

⟨∂C
∂t

, κN⟩ds (4)

ここで，s は曲線長であり，ds = ||∂C/∂p||dp と与えられる．
また，κは曲率，N は法線ベクトルであり，κN = ∂2C/∂s2 と

定義される．したがって，

∂C

∂t
= κN (5)

のとき，L(t)は最も “速く”減少する．この流れを曲率流れ (cur-
vature flow)と呼ぶ．
曲線の全長を Lとし，曲線の持つエネルギ E(t) =

∫ L

0
κ2ds

と定義する．

E′(t) = 2

∫ L

0

κ
∂κ

∂t
ds, (6)

したがって，E(t) は ∂κ/∂t = −2κ のとき最も “速く” 減少す
る．この流れは曲率に基いて形状を変形しており，この場合も

曲率流れ [3]と呼ぶ．

3. 平滑化処理

Crane et al.[3] が提案したアルゴリズムに基づき平滑化を行
う．その処理の流れを表 1 に示す．この表において, ⟨⟩ はユー
クリッドの内積，⟨⟨⟩⟩は関数上の L2 の内積，N は単位法線ベ

クトル，f は交点の座標，Ec(κ)は自然の平滑化エネルギ，ĉi は
グラムシュミット過程後の正規直交基底，τ はタイムステップ，

T̃ は新しい単位接線を表している．

Table 1 平滑化処理

• Step 1. サンプルとなる閉曲線の軌跡上の点列に対して連
続する 3点を用いて各点における曲率の値を求める．その
際，次式によって計算を行う．ただし κi は各点での曲率，

θは連続する稜線ベクトルが成す角度，li,i+1は 2点 i, i+1

の稜線長さである．

κi =
2θ

li−1,i + li,i+1
(7)

• Step 2. 式中のマイナス記号は曲率の変化する方向を示して
いる．すなわち，曲率が小さくなる方向である．

• Steps 3., 4. 平滑化処理では次式で表される拘束条件が必
要となる．ここで，次式における κ̇は曲率の時間微分，記

号 1は任意の点で 1に等しい関数，fx, fy は現在の曲線の

xと y の座標の関数を示している.

《κ̇, 1》=《κ̇, fx》=《κ̇, fy》= 0 (8)

この拘束条件は，対象の閉曲線を１周してきたときに，始

点と終点が一致することと接線が一致することを満足させ

る. これらの拘束条件を満たすように正規直交化をした後，
κ̇を Hyper planeに射影する．

• Steps 5., 6. 拘束条件を満足した κ̇にタイムステップを掛け

て対象の曲率に足すことで曲率を更新する．その後，位置

（座標）を求める.

• Step 7. ポアソン方程式を解くことで点列の位置を更新す
る. ポアソン方程式の役割はプログラムを複数回ループさ
せて蓄積された誤差を分散させる．



4. Log-aesthetic Flow

4.1 美的空間での曲線長に関する汎関数

σ = ρα = cs+ dを満たす対数型美的曲線の目的関数は以下

で与えられる．

J(t) =

∫ L

0

√
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sds (9)

したがって，

J ′(t) =

∫ L
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σtds(10)

曲線の両端点での曲率は時間に依存せず固定されていると仮定

する，すなわち σt(0, t) = σt(L, t) = 0とすると

J ′(t) = −
∫ L

0

σss

(1 + σ2
s)

3
2

σtds (11)

したがって，J(t)は σt = σss/(1 + σ2
s)

3
2 のとき最も “速く”減

少する．この流れを距離に基づく対数型美的流れ (distance-based
log-aesthetic flow)と呼ぶ．

4.2 美的空間でのエネルギに関する汎関数

曲線長を最小にする曲線を求める問題は，エネルギを最小に

する曲線を求める問題と同値であることが知られている [4]．エ
ネルギは次式で与えられる．

JE(t) =
1

2

∫ L

0

(1 + σ2
s)ds (12)

上記汎関数の Euler-Lagrange式は，f = 1 + σ2
s とおくと，

∂f

∂σ
− d

ds

∂f

∂σs
=

d

ds
σs = σss = 0 (13)

σ = ρα であり，

(α− 1)ρ2s − ρρss = 0 (14)

が得られる．これは，式 (9) に対する Euler-Lagrange 式に一致
する [1]．
式 (12)より，

J ′
E(t) =

∫ L

0

σsσstds (15)

曲線の両端点での曲率は時間に依存せず固定されていると仮定

する，すなわち σt(0, t) = σt(L, t) = 0とすると

J ′
E(t) = −

∫ L

0

σssσtds　 (16)

したがって，JE(t)は σt = σssのとき最も “速く”減少する．こ
の流れは式 (11)を近似しており，これをエネルギーに基く対数
型美的流れ (energy-based log-aesthetic flow)と呼ぶ．

4.3 Log-aesthetic Flowによる平滑化
式 (16)において，α = −1とすると，次式が得られる．

J ′
E(t) = −

∫ L

0

κssκtds　 (17)

したがって，J(t)は κt = κss のとき最も “速く”減少する．そ
こで，

∂κ

∂t
= κss (18)

で ∂κ/∂tを更新する．

5. Curvature Flowと Log-aesthetic Flowの比較

図 1 に離散的な点列で定義された楕円を curvature flow と
energy-based log-aesthetic flow(α = −1) により平滑化した例を
示す．curvature flowでは log-aesthetic flowに比較してより早く
円に近づいていく．最終的には両者もとに円となる．

curvature flow

log-aesthetic flow

Fig. 1 楕円の平滑化

図 2により複雑な形状を平滑化した例を示す．この例でも平
滑化の過程は大きく異なるが最終的には円に収束する．

log-aesthetic flow

curvature flow

Fig. 2 複雑な図形の平滑化

6. 結言

本研究では，曲率流れによる自由曲線の平滑化の考え方にし

たがって、離散曲線を “対数型美的曲線化”する新たな手法とし
て、距離に基づく対数型美的流れとエネルギに基づく対数型美

的流れの概念を提案するとともに、それを用いて離散曲線を高

速に平滑化（対数型美的曲線化）する手法を提案した．
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