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精密工学における曲線・曲面
―CAGDの基礎―
Curves and Surfaces in Precision Engineering―Introduction to CAGD―/Kenjiro T.
MIURA

静岡大学大学院工学研究科 三浦憲二郎

1．は じ め に

直線や曲線，あるいは直方体や球，さらには複雑な工業

製品やポリゴンメッシュなどの幾何オブジェクト（立体）

をコンピュータでどのように表現するのか？ どのように

表現しておけば，生成，変形，表示等の処理が効率よく行

えるのか？ これらは現在でも活発に研究されている重要

な問題である．これらの問題を扱う学問分野は，形状処理

工 学，あ る い は CAGD（Computer Aided Geometric

Design）と呼ばれる．円や双曲線などの曲線や，球面や

楕円面，トーラス面などの曲面は限られたパラメータでそ

れらの形状を記述できるが，記述に多くのパラメータを必

要とする自由曲線・曲面はその取り扱いが難しく，CAGD

における主要な研究課題となっている．

精密工学においても，カム曲線の設計1)やロボットアー

ムの軌道生成2)に直線や円弧だけでなく，さまざまな自由

曲線が用いられている．特に意匠デザインの分野では，

1950 年代から自動車の外装設計に自由曲線・曲面が用い

られており，それらに関する多様な研究成果が得られてお

り，体系化も進んでいる3)．自由曲線・曲面理論は，近似

理論4)や信号処理5)とも密接に関係しており，ノイズを含

む測定データから変数間の関係を明らかにする等精密工学

で直面するさまざまな問題を解決する道具として有効であ

り，若い技術者にとってその基礎理論を習得していること

が望まれる．

本稿では，意匠デザイン分野で代表的に用いられる

Bézier 曲線，B-spline 曲線およびNURBS（Non-Uniform

Rational B-spline）曲線に的を絞り，それらの基礎事項に

ついて解説する．これらの曲線は，図 1 に示すように

Bézier 曲線は B-spline 曲線に含まれ，B-spline 曲線は

NURBS 曲線に含まれるという包含関係にある．ここで

「含まれる」とは，すべての Bézier 曲線は B-spline 曲線

として表すことができるが，B-spline 曲線には Bézier 曲

線として表せない曲線があることを意味する．それらの関

係において，なぜ前者では不十分で後者が必要になるかに

ついて理解することが重要である．

近年の研究動向として，コンピュータの性能向上に伴い

積分形式でのみ表現可能なクロソイド曲線や，その曲線を

空間曲線へ拡張した曲線が意匠デザイン6)やロボットの軌

道生成7)，さらには動力学的な解析8)に利用されている．

そこで，主に意匠デザインでの利用を意図して開発され

た，クロソイド曲線を含む対数型美的曲線・曲面について

も紹介する．

2．自由曲線・曲面

図 1 に示したように Bézier 曲線は多項式曲線であり，

B-spline 曲線はそれを構成するセグメント単位で見れば

同様に多項式曲線である．両者ともに，与えられたパラメ

ータ tに対して，平面曲線であれば ，座標が，空間曲

線であればさらに z座標が tの多項式関数として定まるパ

ラメータ形式9)の曲線である．これらに対して NURBS は

有理式（Rational）であり，多項式/多項式として表さ

れる．

各曲線は多項式関数のパラメータ数を 1個から 2個に増

やすことで曲面に拡張することができる．それらの曲面の

性質は基となっている曲線の性質に由来することから，こ

の章では主に曲線の性質について述べる．また，曲線のう

ねりが比較的少なく空間曲線を表現可能な最低の次数であ

り，実用上 3次の曲線が主に使用されていることから 3次

曲線を具体例に用いて解説する．ただし，NURBS 曲線に

関しては円錐曲線の代表例である円を厳密に表せる 2次曲

線を例とする．

2.1 Bézier 曲線

3次 Bézier 曲線は 3次多項式曲線であり，

C(t)=[1 t t  t ]M [P P P P]


(1)

と表せる10)．ここで，行列Mは，
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図 1 自由曲線の包含関係
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M=
1 0 0 0

−3 3 0 0

3 −6 3 0

−1 3 −3 1
 (2)

で与えられる．したがって，式（1）は，

C(t)=(1−t)

P+3(1−t)


tP+3(1−t)t 

P+t 
P

(3)

と変形される．係数 P，i=0, ⋯, 3を制御点（control

point）と呼ぶ．制御点は順序付けられた点列であり，3次

Bézier 曲線が 4個の制御点で定まることは，3次多項式に

4個の係数があることと対応している．曲線が平面曲線か

空間曲線かの区別は，制御点が 2次元の点であるか，3次

元の点であるかによる．3 次 Bézier 曲線の例を図 2 に

示す．

次数が nの Bézier 曲線（n次 Bézier 曲線）C(t)は次式

で与えられる．

C(t)=∑



B

 (t)P, 0≤t≤1 (4)

ここで，B
 (t)は次数 n のバーンスタイン（Bernstein）

基底関数と呼ばれ，

B
 (t)=

n

i (1−t)


t 

で与えられ，


n

i =
n!

(n−i)!i!

は二項係数である．基底関数の「基底」とは，線形代数で

の基底ベクトルと同じ意味であり，多項式空間を張る基底

ベクトルをバーンスタイン関数が構成していることから基

底関数と呼ぶ．Bézier 曲線はバーンスタイン基底関数を

制御点に乗じて曲線上の点を計算していると考えられ，こ

のように制御点の位置を“混ぜ合わせる”関数を混ぜ合わ

せ関数（blending function）と呼ぶ．

この章の冒頭で述べたように，また式（1）からも明ら

かなように Bézier 曲線は多項式曲線であり，名前から受

ける印象ほど特別な曲線ではない．しかしながら，例えば

draw系ソフトの代表例である Illustrator®では自由曲線

を表現するために 3次 Bézier 曲線のみが用いられており，

意匠デザインだけでなくグラフィックデザインやコンピュ

ータグラフィックスの分野でもよく用いられている．その

理由は，制御点と曲線との関連性が明確であり，端点の位

置やそこでの接線を簡単にデザイナが指定できること3)，

高速に，かつ頑健に曲線形状が計算できること3)11)，また

曲線全体が制御点から構成される凸包の中に含まれるとい

う凸閉包性12)をもつこと等による．Bézier 曲線は形状処

理工学の黎明期における画期的な成果と認識されており，

Pierre Bézier の名前を冠した賞13)も設立され，この分野

で重要な貢献をした研究者に毎年贈呈されている．

Bézier 曲線の欠点は，次数を限定した際の自由度の少

なさである．次数を限定すると制御点数，すなわち曲線の

自由度が定まり，自由度を上げるには次数を上げなければ

ならないが，高次の曲線は不要なうねりを生じやすい．し

たがって，工業製品の外形線のような閉じた曲線を生成す

るには，1 本の Bézier 曲線では足らず，複数のセグメン

トをある条件で，例えば接線連続や曲率連続でつなぐ必要

がある．これらの条件は隣接するセグメントの制御点間の

幾何学的な関係3)として与えられるが，デザイナにとって

はそれらを満足するように制御点を配置するのは困難を

伴う．

2.2 B-spline 曲線

前節で述べたセグメント間の連続性の問題を解決するた

めに，形状処理工学分野に導入された曲線が B-spline 曲

線14)である．B は basis（基底）を，spline はスプライン

関数（spline function）に基づいていることを意味してい

る．スプライン関数は，多項式を何らかの連続条件を満た

すように接続した区分的多項式（piecewise polynomial）

である15)．

次数（degree）を 3 とすると，位数，あるいは階数

（order≡degree＋1）は 4*1 であり，曲線を構成する 1セ

グメントを定義するのに 4つの制御点が使用される（図 3

参照）．これは Bézier 曲線と同様 B-spline 曲線が多項式

曲線であり，セグメント単位で考えるとそれらの自由度が

一致していることを示している．したがって，B-spline

曲線の各セグメントを Bézier 曲線として表すことがで

きる．

次に複数のセグメントからなる B-spline 曲線を考える．

3次ではセグメントごとに 4点ずつ制御点を 1点ずつずら

しながら使用するように工夫する（図 4参照）．個々のセ

グメントにパラメータのどの値からどの値までを割り当て

るかを定めるためにノット列が必要になる．ノット列はノ
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P1
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P3

S0

図 3 3次 B-spline 曲線（1セグメント）

P0

P1

P2

P3

図 2 3次 Bézier 曲線

*1 有限要素法の教科書では degree と order を区別しない16)ことに注意す

る．位数を定義するのは，後で説明する de Boor-Coxの漸化式の定義に

用いるためである．
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ット（スカラ量）を複数並べた数列であり，値が重複する

ことは許されるが単調増加していなければならない．図 3

の例では，ノット列を {−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4}と指定す

ることで，有効なパラメータ範囲は 0≤t≤1となる．B-

spline 曲線を理解するためにはノット列の理解が不可欠で

あり，以下ではノット列の役割を強調しながら説明する．

図 4 に示したセグメント Sは，連続する 4点 P，P，

P，Pを使用し，2 本目のセグメント Sは，次の連続す

る 4点 P，P，P，Pを使用する．以下同様にセグメン

トごとに使用する 4点がシフトしていく．セグメント S

上の点を C(t)，セグメント S上の点を C(t)，セグメン

ト S上の点を C(t)とすると，

C(t)=N(t)P+N(t)P+N(t)P+N(t)P

+0P+0P

C(t)=0P+N(t)P+N(t)P+N(t)P

+N(t)P+0P

C(t)=0P+0P+N(t)P+N(t)P

+N(t)P+N(t)P

と表せる．ここで，N(t)は i番目の制御点を係数ベクト

ルとする混ぜ合わせ関数である．

Bézier 曲線のパラメータ範囲は 0≤t≤1であり，B-

spline 曲線でも各セグメントのパラメータがある値 tから

t+1まで変化すると考えることができる．セグメント数

が 3の場合には，パラメータを 0からスタートしてパラメ

ータ範囲は 0≤t≤3とできる*2．したがって，Sについて

0≤t≤1，Sについて 1≤t≤2，Sについて 2≤t≤3とす

る（図 5参照）．

パラメータ値の変化に伴って，ある制御点の混ぜ合わせ

関数の値が 0となればその制御点は曲線の定義に無関係と

なるが，それらを含めた B-spline 曲線の一般式は次式で

与えられる．

C(t)=N(t)P+N(t)P+N(t)P+N(t)P

+N(t)P+N(t)P+⋯+N(t)P

=∑



N(t)P (5)

制御点と混ぜ合わせ関数の数は一致し，全部を足しあわせ

て曲線が定義されるが，パラメータ tが 0≤t≤1でありセ

グメント Sを指し示す場合には，N(t)=N(t)=0と

なり，制御点 P，Pは曲線の形状に寄与しない．混ぜ合

わせ関数 N(t)はある範囲の tにおいてのみ正の値をと

り，それ以外では常に 0である．この範囲を指定するため

にノット列が用いられる．

2.2.1 B-spline 基底関数とノット列

B-spline 曲線の定義に用いる混ぜ合わせ関数を B-

spline 基底関数，あるいは基底を略して B-spline 関数と

呼ぶ．図 6に示すように，位数 1 の B-spline 関数が 0 で

ないノットのパラメータ区間は 1区間であり，その範囲で

値は定数 1 となる．位数 2 の B-spline 関数が 0 でない区

間は 2区間であり，その範囲で値は 2個の 1次関数のつな

ぎ合わせとなる．同様に位数 3ならば 3区間で 3個の 2次

関数のつなぎ合わせ，位数 4ならば 4区間で 4個の 3次関

数のつなぎ合わせとなる．

したがって，B-spline 関数 1個に対して，1位ならノッ

トは 2個，2位なら 3個，M位なら (M+1)個指定しなけ

ればならない．例えば 1セグメントの 3次 B-spline 曲線

に対しては，位数は 4，制御点の数も 4 であり，混ぜ合わ

せ関数ごとにまたぐ区間を 1つずつずらすので 8 個のノッ

トが必要となる．

ノット列の具体例を以下に示す．図 3 で示した 1セグメ

ントの B-spline 曲線を考え，そのノット列をすでに示し

た {−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4}とすると，Bézier 曲線に対す

る式（1）と同様に，

C(t)=[1 t t  t ]M[P P P P]


(6)

と表せる9)．ここで，行列 Mは，

M=
1
6 

1 4 1 0

−3 0 3 0

3 −6 3 0

−1 3 −3 1
 (7)

で与えられる．これは B-spline 曲線の 1 セグメントは

Bézier 曲線と同様多項式曲線であることを示している．

図 2 の Bézier 曲線を B-spline 曲線として表すには，ノ

ット列 {0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1}を指定する．同じ値のノットを

重ねることをノットを多重化するといい，3次曲線に対し
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1 位 2 位 3 位
図 6 B-spline 関数

P0

P1

P2

P3 P4

P5

t＝0

t＝1 t＝2

t＝3

図 5 パラメータ

P0

P1

P2

P3 P4

P5

S0

S1

S2

図 4 3次 B-spline 3セグメント

*2 パラメータ範囲はノット列により定まり，ノット列を定数倍しても，

また各ノット値に同じ定数を足しても曲線の形状は不変であることに注

意する3)．
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て 4回ノットを多重化することで曲線の端点が制御点と一

致する．次節でも少し説明するように，ノットを多重化す

ることでそこでの曲線の連続性が低下していく．詳細につ

いては教科書3)等を参照していただきたい．

2.2.2 B-spline 関数値の算出法

B-spline 関数値を計算する代表的な方法は de Boor-Cox

の漸化式3)を用いる方法である．この方法は，まず指定さ

れた t における 1 位（0 次）の B-spline 関数値を計算す

る．次に 2 位の関数値を求める．必要であればさらに 3

位，4 位，…の関数値を 1 つ低い位数の関数値から求

める．

t (i=0, ⋯, n)をノット値とする．tは j番目のノットか

ら始まる区間にある，したがって t≤t<tと仮定する．

1位のB-spline 関数値を，

N(t)=
1 if t≤t<t

0 otherwise
(8)

によって計算する．次に，2位の関数値を，

N(t)=
t−t
t−t

N(t)+
t−t

t−t
N(t) (9)

で計算する．ただし 00=0とする．さらに，k 位の関数

値を k−1位の関数値を用いて，

N(t)=
t−t

t−t
N(t)+

t−t

t−t
N(t)

(10)

により計算する．

この漸化式を図で表すと図 7となる．この図は j=4の

場合を示しており，t≤t<tにおいて 1 位の基底関数で

は Nのみが 0ではなく，他の関数は 0であることを示

している．また，例えば Nを計算するには Nのみが

必要であること，さらに，Nの計算では Nと Nの

値が必要であることを示している．したがって，位数を 1

つ上げた関数値を計算するためには，高々 2個の低位の関

数値が必要となる．

2.2.3 Blossom

B-spline 曲線の性質をよりよく理解するために

Blossom，あるいは Polar form17)と呼ばれる定式化が役立

つ．これは，1変数の n次多項式を n変数の 1次式の積に

書き直す手法であり，Bézier 曲線に対する de Casteljau ア

ルゴリズム3)，前項で説明した de Boor-Coxの漸化式を包

含して説明することができる．例えば de Boor-Coxの漸

化式による曲線上の点の算出は Blossom の考え方を用い

ると，n次 B-spline 曲線 C(t)に対してノットに tを n回

挿入し3)，

C(t)=C(t , t , ⋯, t) (11)

を得ることに一致する．ここで，C(t , t , ⋯, t)は C(t)に

対応する n変数の 1次式の積である．ノット間隔が一定

でない非一様（non-uniform）な場合であっても 2点間の

内分点の計算を繰り返すことで，曲線上の点や各セグメン

トに対応する Bézier 曲線の制御点を算出するこができる．

Blossom は幾何学的な操作（内分点の計算）で B-spline

曲線を把握することを可能とし，実務において B-spline

曲線を使いこなすためにも学ぶ価値がある．詳細について

は文献 17)を参照いただきたい．

2.2.4 B-spline 曲線の欠点

Bézier 曲線と B-spline 曲線は多項式曲線であり，これ

らの曲線に共通する欠点は，円などの円錐曲線を正確に表

せないことである．円錐曲線は円錐面を平面で切った断面

線として得られ，断面をとる平面がどのような角度で円錐

面と交差するかにより，円や楕円，放物線，双曲線とな

る．これらの曲線は工業デザイン分野でもよく用いられて

おり，自由曲線として表せることが望ましい．ただし，ほ

とんどの場合近似の精度を上げることで対処できること，

また境界線に有理曲線を用い曲面を内挿すると大きなうね

りが生じる場合があることが指摘されており，次節で述べ

る有理曲線を使うべきでないとの主張もある18)．

2.3 NURBS曲線

ここでは，円錐曲線の代表例である円をNURBS 曲線で

表すことを考える．円全体を NURBS 曲線で表すために

は，その曲線に含まれる各セグメントに円弧を表現させる

必要がある．NURBS 曲線のセグメントは Bézier 曲線を

有理化した有理 Bézier 曲線に等しく，円弧は以下で説明

するように 2次有理Bézier 曲線で表すことができる．

円弧を含む円錐曲線は 3次元空間の放物線を射影変換す

ることにより得られる3)．これは任意の放物線を含む原点

を頂点とする円錐が定義でき，その円錐を任意の平面で切

断することで円錐曲線が得られるためである．したがっ

て，3次元空間で 2次 Bézier 曲線を定義し，それに射影

変換を施せば円錐曲線となる．

2次有理Bézier 曲線は次式で与えられる．

C(t)=
(1−t)


wP+2(1−t)twP+t wP

(1−t)

w+2(1−t)tw+t w

(12)

多項式の Bézier 曲線と比較すると，多項式ではなく有理

式であり，制御点 Pに対して重み wが掛けられていると

ともに，分母は重み wを制御点とする Bézier 曲線として

与えられている．上式からすぐにわかることは，分母，分

子を wで割っても曲線の形状は変わらないことであり

w=1と仮定できる．さらに，射影変換により cross ratio

が保存される3)ことから，変数 tに有理線形変換を施すこ
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図 7 de Boor-Coxの漸化式
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とで w=1と仮定することができる．よって，式（12）

は一般性を失うことなく，

C(t)=
(1−t)


P+2(1−t)twP+t 

P

(1−t)

+2(1−t)tw+t 

(13)

と書き換えることができる．2 次有理 Bézier 曲線の

制御点は 3 点であり，円全体を表現することはできな

いので，1/3 の円弧を表すことを考える．円の半径を r

とし，図 8のように配置された正三角形に内接する円を

作成するために，制御点を P=(0, 0)，P=r ( 3 , 0)および

P=r ( 3 2, 32)とする．また，それらの制御点の重みを

1, w, 1とする．円弧の中点が r ( 3 2, 12)であることから

w=12となる．このとき，(, )=r ((1−t)t 3+ t 
 32,

t (32))((1−t)

+(1−t)t+t )であり，+(−1)


=r を

満たしている．

NURBS 曲線の一般式は，式（10）で定義した B-spline

基底関数 N(t)を用いて

C(t)=
∑



N(t)wP

∑



N(t)w

(14)

と表される．上式は，制御点が定義されている空間を n

次とすると，n+1次の同次座標系3)を考え n+1次元の制

御点 (wP, w)が生成する曲線を平面 w=1に射影変換し

て得られる曲線と捉えることもできる．

13の円弧は 2次有理 Bézier 曲線として表されるので，

それら 3 本を滑らかに結ぶように NURBS 曲線を生成す

る．図 8のように，制御点 P，i=0, ⋯, 6の 7 点を用いて

閉じた曲線を生成する．このときノット列は，曲線の始点

および終点がそれぞれ P，Pであること，円弧の接続点

P，Pでは，C 連続から連続性が 1 つ下がり C 連続と

なっていることから，{0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3}となる．重み

を含めた 3次元空間（wx，wy，w）の曲線（有理式の分

子により定まる曲線）は C 連続であるが，それらを平面

に射影した空間では C 連続が保証され曲率も連続（円な

ので曲率は一定）となっている．

2.4 自由曲面

曲線の定義に用いた基底関数よりテンソル積曲面（ten-

sor product surface）3)を定義することで自由曲面を表現で

きる．バーンスタイン基底関数を用いることで Bézier 曲

面が定義でき，その曲面は Bézier パッチ（patch）とも呼

ばれる．次数m×nの Bézier 曲面 S(u, v)は次式で与え

られる．

S(u, v)=∑



∑



B

 (u)B
 (v)P, 0≤u, v≤1

ここで，B
 (u)，B

 (v)は，それぞれ次数 m，nのバーン

スタイン基底関数である．Pを制御点と呼び，3次元や 4

次元の点を用いる．特に 4次元の同次座標系で表された制

御点を使った場合には有理Bézier 曲面と呼ぶ．

Bézier 曲面の定義式からわかるように，Bézier 曲線の

パラメータの数を 1つ増やした，いわば 2次元に拡張した

のが Bézier 曲面であり，曲線の性質に似た次のような性

質をもつ3)．1）制御ネットと曲面形状の類似，2）凸閉包

性，3）曲面の境界線は，境界の制御点で定義される曲線

で与えられる．

曲線の場合と同様，制御ネットから曲面の形状をだいた

い予想することができる．ここでの凸閉包性は，曲面の存

在範囲がすべての制御点の凸包の内部に限定されるという

性質で，曲面間の交線計算のラフチェック等に使われる．

最後の性質は，例えば v=0のとき，曲面 S(u, v)は，

B
 (0)=1，B

 (0)=0，( j=1, ⋯, n)なので，

S(u, 0)=∑



B

 (u)P (15)

となり，これはm+1個の制御点 P，(i=0, ⋯, m)によ

り定義される Bézier 曲線となる．v=1，あるいは，

u=0，u=1とおいても同様である．

上述の議論と同じように，B-spline 基底関数を用いる

ことで B-spline 曲面が，有理式の分子，分母に B-spline

基底関数を用いることでNURBS 曲面が定義できる*3．

3．対数型美的曲線・曲面

対数型美的曲線（log-aesthetic curve, LA 曲線）21)は，

対数（等角）らせん，クロソイド曲線，円インボリュート

曲線，さらにNielsen のらせんを含むとともに，接線ベク

トルの積分形式としてのみ与えられている場合であっても

対話的な生成，変形が可能であり，実務への応用が期待さ

れている19)21)22)．

LA曲線に関連する最近の研究として，一般化対数型美

的曲線（GLAC）を標準形で定式化するとともに，曲率対

数グラフの傾きを曲線長の関数として定式化し，一般化コ

ルニュらせんではその傾きが 1次式で与えられることが報

告されている23)．また，不完全ガンマ関数により LA曲線

を解析的に表現する方法が考案され，これまでの定式化に
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図 8 円を表すNURBS 曲線の制御点

*3 曲線の場合と同様，制御点に 4 次元の同次座標系の点を用いて B-

spline 曲面を定義してもNURBS 曲面が得られる．
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比較して約 10倍の速度で曲線を生成できることが示され

た24)．さらに，Meek ら25)は曲率対数グラフの傾き α<0

において，Gエルミート（Hermite）内挿における解の

一意性を証明しており，徐々に研究が盛んになっている．

3.1 対数型美的曲線の定式化21)

対数型美的曲線の曲率半径 ρと曲線長 sの関係は以下の

式で表される．

ρ(s)=
e (α=0)

(cs+d)

 (α≠0)

(16)

ここで，c, dは定数，αは曲率対数グラフの傾きである．

曲線の方向角 θと曲線長 sの関係は ρ=dsdθの関係式

から求めることができ，以下のように表される．

θ(s)=
−1
c

e+θ (α=0)

1
c

log(cs+d)+θ (α=1)

1
c

α

α−1
(cs+d)


 +θ (otherwise)

(17)

ここで，θは積分定数である．θは s=0での方向角 θ(0)

によって定まる．

曲線上の点 Pは，sの関数として以下のように記述でき

る．ただし，iは虚数単位であり，Pは複素平面上の点で

ある．Pは曲線の始点とする．

P (s)=P+
e




exp −i

c
eds (α=0)

e



exp ic log(cs+d)ds (α=1)

e



exp ic

α

α−1
(cs+d)


 ds (other)

c，dの値を定めることは曲線のどの部分を用いるかを決

定することであり，αの値によって曲線の形状は変化し，

それにしたがって曲線の印象も変化する20)．α値を変えて

得られる曲線の例を図 9に示す21)．対数型美的曲線を空間

曲線に拡張することも提案されており19)，フルネー・セレ

ーの公式3)を連立微分方程式と考え，数値積分により曲線

の形状を求めることができる．

著者の研究グループでは S字曲線の入力法や LA平面

曲線セグメント 3 本を 1組として用いる Gエルミート内

挿法29)を提案している．図 10に実際の CAD データに対

して，G連続となるように曲線を置き換えた例を示す．

図 10（a）のような CAD 図面の前ドア上部に対して，

（b）に示すように 3 本の曲線の曲率が不連続となってい

るが，（c）に示すように三連 LA曲線により中央の曲線を

置き換えることで G連続にすることができる．これらの

アルゴリズムを市販 CAD システム（McNeel社製「ライ

ノセラス」）のプラグインとして実装しており，図 11に

示すような工業製品として実用的なレベルの品質をもつ形

状モデルを作成することが可能となり，それに基づいて

NC データを作成し加工することで，クレイモデル（物

理）モデルを作成することもできる30)．

3.2 変分原理に基づく対数型美的曲線の定式化

式（16）第 2 式において，ρ=σ と置くと，

σ=cs+d (18)

が得られる．これは，図 12に示すように横軸を sとし縦

軸を σ=ρとする 2 次元空間で，2 点 (s, σ)と (s, σ)を

直線を用いて最短で結ぶと対数型美的曲線が得られること

を示している．このとき，

J=




 1+σ 
 ds=





 1+αρρ
 ds (19)
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（a）アイソパラメトリック曲線とゼブラマッピング

（b）レンダリング，モックアップ

図 11 対数型美的曲線を用いたモデリング例

（a）Car model (side view)

（b）Original curve （c）Triple LA curve

図 10 G連続性を保証する三連 LA曲線による曲線の置き換え

α＝－3
α＝－2α＝－1

α＝－1/2α＝－1/4 α＝－1/8

α＝－2

α＝－1

α＝0
α＝1/8

α＝1/4
α＝1/2

図 9 さまざまな α値に対する対数型美的平面曲線
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を最小化している．

曲線が一般的なパラメータ tで与えられるとすると，

ds= 
 +

 dt

ρ=
ρ

 
 +



(20)

であることから，式（19）は次式となる．

J=


 
1+αρ ρ




 +



 
 +

 dt

=



 

 +
 +αρρ

 dt (21)

ここでは，平面曲線の目的関数を示したが，空間曲線に

対しても同様の議論が展開でき，その目的関数を求めるこ

とができる26)．

3.3 対数型美的曲面

積分形式で曲面を定義する試み27)もなされているが，曲

線における曲線長のような“自然な”パラメータが曲面に

は存在せず，パラメータ化の問題を回避するために，変分

原理を用いて対数型美的曲面を定義することができる．式

（19）で与えられる対数型美的曲線の目的関数において，

曲線の曲率半径 ρの逆数である曲率 κを曲面のガウス曲率

K=κκに置き換えて，曲面の目的関数へ拡張する28)．

この目的関数は曲面のパラメータ u，vに依存する定数

αと βをもち，対数型美的曲線が最小化している目的関数

の曲面への自然な拡張であるとともに，歪エネルギや曲率

微分の面積分などの目的関数の欠点を解消している．さら

に，境界条件が決まっていても，αと βの値を変更するこ

とで曲面を大域的に変形できることや，特定のパラメータ

方向だけを変形する異方性のある変形もできること等が期

待される．

4．お わ り に

本稿では，自由曲線・曲面を用いた意匠デザインで重要

な Bézier 曲線，B-spline 曲線および NURBS 曲線の基礎

事項を解説した．また，これまでの多項式や有理式の枠組

みを外れて，近年さまざまな研究が展開されている積分形

式でのみ表現可能な対数型美的曲線を紹介した．解説にお

いては形状処理工学の初学者がこの分野の文献を簡単に検

索できるように，参考文献を数多く参照するように心がけ

た．

形状処理工学における最近の話題として，三角関数を基

底関数として用いる自由曲線・曲面31)32)，T型の接点を許

す T-spline 曲面33)34)，Isogeometric Analysis（NURBS 立

体を用いた解析）16)等が挙げられる．紙面の制約によりこ

れらについては解説できなかったが，精密工学会誌を含め

て Computer Aided Geometric Design35)，Computer-

Aided Design36)等の学術誌を参照されたい．

最後に，形状処理工学に興味をもたれ，これからその分

野について学んでいこうという読者には，著者がそうであ

ったように山口富士夫先生の著書9)12)から読まれることを

お薦めする．30 年の時の流れの中でまったく色褪せるこ

となく，高度な内容が平易に簡潔に書かれており，著者を

含めた工学系の研究者・技術者にとって恰好の入門書とな

っている．
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